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Â øêîëüíîì êóðñå ìàòåìàòèêè óæå áûëî äàíî îïðåäåëåíèå ìåòîäà
êîîðäèíàò. Ïîëîæåíèå òî÷êè Ì íà ïëîñêîñòè, îòíîñèòåëüíî ââåäåííîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò, îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì äâóõ ÷èñåë: àáñöèññîé õ è îðäèíàòîé ó. Ïàðà
÷èñåë (õ,ó) íàçûâàåòñÿ äåêàðòîâûìè ïðÿìîóãîëüíûìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè
íà ïëîñêîñòè.

Äåêàðòîâà ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé
ñèñòåìîé êîîðäèíàò, ïîçâîëÿþùåé îïðåäåëÿòü ïîëîæåíèå òî÷åê ïëîñêîñòè, íî
ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðîñòîé è ÷àñòî èñïîëüçóåìîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìîé.

Ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò.
Ïóñòü íà ïëîñêîñòè äàíû íåêîòîðàÿ òî÷êà Î (íàçîâåì

åå ïîëþñîì) è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íåå îñü OP (íàçîâåì åå
ïîëÿðíîé îñüþ) (ðèñ. 17). Ïîëîæåíèå ëþáîé òî÷êè Ì
ïëîñêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì ýòîé òî÷êè îò ïîëþñà
- ðàäèóñ-âåêòîðîì r è  ïîëÿðíûì óãëîì  ìåæäó ïîëÿðíîé
îñüþ è ðàäèóñ-âåêòîðîì r.

Äâå êîîðäèíàòû (r, ) îïðåäåëÿþò åäèíñòâåííóþ
òî÷êó ïëîñêîñòè è íàçûâàþòñÿ åå ïîëÿðíûìè
êîîðäèíàòàìè (óñëîâèìñÿ ïðèäàâàòü ðàäèóñ-âåêòîðó

çíà÷åíèÿ r ≥ 0 à 0 ≤ ≤ ).
Çàìå÷àíèå. Ïîëþñ Î ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé, ðàäèóñ-âåêòîð êîòîðîé ðàâåí íóëþ, à

ïîëÿðíûé óãîë  íå îïðåäåëåí.
Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìû êîîðäèíàò ïîçâîëÿþò

óñòàíîâèòü âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
òî÷êàìè ïëîñêîñòè è ïàðàìè  ÷èñåë. Ìîæíî óñòàíîâèòü
ñâÿçü ìåæäó äåêàðòîâûìè è ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè
îäíîé è òîé æå òî÷êè. Ïóñòü äàíû äåêàðòîâà ñèñòåìà
êîîðäèíàò è ïîëÿðíàÿ ñ ïîëþñîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è
ïîëÿðíîé îñüþ, ñîâïàäàþùåé ñ îñüþ àáñöèññ (ðèñ.18).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç õ è ó äåêàðòîâû êîîðäèíàòû
òî÷êè Ì, ÷åðåç r è  åå ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû. Èç
òðåóãîëüíèêà OMP âèäíî, ÷òî çàâèñèìîñòü ìåæäó ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè (r, )
òî÷êè Ì è åå ïðÿìîóãîëüíûìè êîîðäèíàòàìè (õ,ó) âûðàæàåòñÿ ôîðìóëàìè:

ϕcos×= rx ; (1)

ϕsin×= ry

Ðèñ. 17.

Ðèñ. 18.

è îáðàòíî

22 yxr += ;

x

y
tg =ϕ . (2)

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ
ϕ

2π

Раздел 1. Элементы  аналитической  геометрии на плоскости

1. Системы координат
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Ïðèìåð. Äàíû äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷êè M(1,-1). Íàéòè åå ïîëÿðíûå
êîîðäèíàòû.

2)1(1 22 =−+=r

1
1

1−−=ϕtg

Ò.ê. x=1>0 è ó = -1<0, òî òî÷êà Ì íàõîäèòñÿ â IV ÷åòâåðòè, à çíà÷èò πϕ
4

7= .

Èòàê, ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷êè; r = 2 , πϕ
4

7=

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â äåêàðòîâîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò êàæäîé òî÷êå ïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâóåò ïàðà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è,
íàîáîðîò, êàæäûé ïàðå ÷èñåë ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè.

Ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî ëèíèÿì íà ïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâóþò óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ
ïåðåìåííûìè. Ñâÿçü ìåæäó óðàâíåíèÿìè è ëèíèÿìè ïîçâîëèò ñâåñòè èçó÷åíèå
ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ëèíèé ê èññëåäîâàíèþ àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ
ñîîòâåòñòâóþùèõ èì óðàâíåíèé.

Â àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè   âñÿêóþ ëèíèþ ðàññìàòðèâàþò êàê
ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ îïðåäåëåííîìó ñâîéñòâó.

Ëèíèè íà ïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîå óðàâíåíèå ñ äâóìÿ
ïåðåìåííûìè õ è ó, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿþò êîîðäèíàòû ëþáîé òî÷êè, ëåæàùåé
íà ëèíèè, è íå óäîâëåòâîðÿþò êîîðäèíàòû íè îäíîé òî÷êè, íå ëåæàùåé íà íåé.
Òàêîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì äàííîé ëèíèè. Âõîäÿùèå â ýòî
óðàâíåíèå êîîðäèíàòû õ è ó ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ëèíèè íàçûâàþòñÿ òåêóùèìè
êîîðäèíàòàìè.

3.1. Óðàâíåíèå ïðÿìîé ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì
Èçó÷åíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ëèíèé íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåé èç ëèíèé -

ñ ïðÿìîé. Âñÿêàÿ ïðÿìàÿ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà óðàâíåíèåì ïåðâîé ñòåïåíè è, îáðàòíî, âñÿêîå óðàâíåíèå ïåðâîé
ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî õ è ó îïðåäåëÿåò ïðÿìóþ
ëèíèþ.

Ðàññìîòðèì ïðÿìóþ, íå ïàðàëëåëüíóþ îñÿì
êîîðäèíàò. Ïîëîæåíèå åå íà ïëîñêîñòè âïîëíå
îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì óãëà íàêëîíà ïðÿìîé ê îñè
ÎÕ è âåëè÷èíîé îòðåçêà ÎÂ, îòñåêàåìîãî ïðÿìîé íà
îñè ÎY. Ïîä óãëîì íàêëîíà ïðÿìîé ê îñè ÎÕ áóäåì
ïîíèìàòü òîò óãîë, íà êîòîðûé íàäî ïîâåðíóòü îñü
ÎÕ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ÷òîáû îíà ñîâïàëà ñ
äàííîé ïðÿìîé (èëè îêàçàëèñü ïàðàëëåëüíîé åé),
îáîçíà÷èì ýòîò óãîë ÷åðåç . Âåëè÷èíó îòðåçêà OB îáîçíà÷èì ÷åðåç b. Ïóñòü
Ì(õ,ó) - ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, ëåæàùàÿ íà ïðÿìîé (ðèñ.19).

Ðèñ. 19.

ϕ

2. Линии
 
и

 
их

 
уравнения

3. Прямая  линия
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BK

MK
tg =

 

ϕ (5)

Òàíãåíñ óãëà íàêëîíà ïðÿìîé ê îñè ÎÕ íàçûâàåòñÿ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì
ïðÿìîé. Îáîçíà÷èì åãî áóêâîé Ê, ò.å. tg =K. Èç ðèñ.19 âèäíî, ÷òî MK=y-b, BK=x,
ðàâåíñòâî (5) òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

x

by
K

−=

è îêîí÷àòåëüíî
y=Kx+b. (6)
Ýòîìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿåò ëèøü êîîðäèíàòû òî÷åê, ëåæàùèõ íà

ðàññìàòðèâàåìîé ïðÿìîé, îíî íàðóøàåòñÿ, åñëè òî÷êà íå ëåæèò íà ïðÿìîé. Òàêèì
îáðàçîì, ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå (6) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì çàäàííîé ïðÿìîé ëèíèè.

Óðàâíåíèå ïðÿìîé âèäà (6) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïðÿìîé ñ óãëîâûì
êîýôôèöèåíòîì.

Óðàâíåíèå (6) ìû ïîëó÷èëè, ñ÷èòàÿ, ÷òî ïðÿìàÿ íå ïàðàëëåëüíà îñÿì

êîîðäèíàò.
Ïîñìîòðèì, êàêîå óðàâíåíèå áóäåò èìåòü ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ êàêîé-ëèáî

êîîðäèíàòíîé îñè.
1) Ïóñòü ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà îñè ÎY. Îáîçíà÷èì

÷åðåç  à àáñöèññó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ
îñüþ ÎÕ. Î÷åâèäíî, ëþáàÿ òî÷êà ïðÿìîé èìååò
àáñöèññó, ðàâíóþ à, åñëè æå òî÷êà íå ëåæèò íà
ïðÿìîé, òî åå àáñöèññà áóäåò îòëè÷íà îò à.
Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå ýòîé ïðÿìîé èìååò âèä

x=a. (7)
2) Ïóñòü òåïåðü ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà îñè ÎÕ. Åå

óãëîâîé êîýôôèöèåíò K=0. Ñ÷èòàÿ ýòîò ñëó÷àé ÷àñòíûì, èç óðàâíåíèÿ (6) ïîëó÷àåì
Ðèñ. 20.

ϕ

Ïðè äâèæåíèè òî÷êè ïî ïðÿìîé åå êîîðäèíàòû îñòàþòñÿ âñå âðåìÿ
ñâÿçàííûìè ìåæäó ñîáîé íåêîòîðûì óñëîâèåì. Âûïèøåì ýòî óñëîâèå. Ïðîâåäåì
ïðÿìûå BK è ÌÊ, ïàðàëëåëüíûå îñÿì êîîðäèíàò. Ìû ïîëó÷èëè ïðÿìîóãîëüíûé
òðåóãîëüíèê ÌÂÊ, äëÿ êîòîðîãî âåðíî ñîîòíîøåíèå

y=b (8)
Èòàê, åñëè ïðÿìàÿ íå ïàðàëëåëüíà îñÿì êîîðäèíàò, òî åå óðàâíåíèå ìîæåò

áûòü çàïèñàíî â ôîðìå (á). Åñëè æå ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà îñè ÎY, òî åå óðàâíåíèå
ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå (7), óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé îñè ÎÕ, èìååò
âèä (8). Âñå ýòè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè ïåðâîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî
ïåðåìåííûõ õ è ó. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî â äåêàðòîâîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò âñÿêàÿ ïðÿìàÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà óðàâíåíèÿìè ïåðâîé ñòåïåíè.

Ïðèìåð. Cîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, îòñåêàþùåé íà îñè ÎY îòðåçîê b=3
è ñîñòàâëÿþùóþ ñ îñüþ: 1) =45°; 2) =135°.

Ðåøåíèå. 1) K=tg =tg 45°=1. Óðàâíåíèå ïðÿìîé èìååò âèä: y=1xx+3 èëè
y=x+3;

2) Ê = tg  = tg135° =-1. Óðàâíåíèå èìååò âèä: y=-x+3.

ϕ ϕ
ϕ

ϕ
2
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3.2. Îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé
Îáùåå óðàâíåíèå ïåðâîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî õ è ó èìååò âèä:
Ax+By+C=O. (9)
Çäåñü À, Â, Ñ - ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, íå ðàâíûå íóëþ îäíîâðåìåííî.

Ðàçðåøèì óðàâíåíèå (9) îòíîñèòåëüíî ó (ñ÷èòàÿ, ÷òî Â ≠ 0).

Ïîëó÷èì: 
B

C
x

B

A
y −−= , èëè, ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ K

B

A =− , b
B

C =− ,

y=Kx-b.
Âûøå ìû ïîêàçàëè, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïðÿìîé ëèíèè

ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì Ê è îòñåêàþùåé íà îñè ÎY îòðåçîê, ðàâíûé b.
Åñëè òåïåðü B=O, òî óðàâíåíèå (9) ïðèìåò âèä
Ax+C=O.

Ðàçðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî õ, ïîëó÷èì 
A

C
x −= , èëè, îáîçíà÷àÿ

a
A

C =− , ax =
Ïîëó÷èëè óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé îñè ÎY.

Ïðè A=0 óðàâíåíèå (9) ïðèìåò âèä: By+C=0, èëè 
B

C
y −= .

Îáîçíà÷àÿ b
B

C =− , ïîëó÷èì

y=b.

Ïîëó÷èëè óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé îñè ÎÕ.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî âñÿêîå óðàâíåíèå ïåðâîé ñòåïåíè

îòíîñèòåëüíî õ è ó îïðåäåëÿåò ïðÿìóþ ëèíèþ. Óðàâíåíèå (9) íàçûâàåòñÿ îáùèì
óðàâíåíèåì ïðÿìîé.

Ïðèìåð. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì äëÿ ïðÿìîé,
çàäàííîé îáùèì óðàâíåíèåì 2õ+Çó+7=0.
Ðàçðåøèì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ó:

3

7

3

2 −−= xy .

Âèäíî, ÷òî óãëîâîé êîýôôèöèåíò 
3

2−=K , à âåëè÷èíà îòðåçêà, îòñåêàåìîãî

ïðÿìîé íà îñè ÎY, 
3

7−=b .

Òàêèì îáðàçîì ìû óáåäèëèñü, ÷òî îáùåå óðàâíåíèå ïåðâîé ñòåïåíè (9)
îïðåäåëÿåò ïðÿìóþ ëèíèþ. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå åãî ÷àñòíûå ñëó÷àè.

1. Ïðè C=0 óðàâíåíèå (9) èìååò âèä:
Ax+By=0,
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êîòîðîå îïðåäåëÿåò ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, ò.ê. åìó
óäîâëåòâîðÿþò êîîðäèíàòû íà÷àëà x=0, y=0.

2. Åñëè â óðàâíåíèè (9) A=0, ïîëó÷èì By+C=0. èëè

y=b ( ãäå 
B

C
b −= ).

Ïîëó÷èëè óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé îñè ÎÕ, ò.ê. äëÿ âñåõ òî÷åê ïðÿìîé
ëèíèè îðäèíàòà ó èìååò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå.

3. Ïðè B=0 óðàâíåíèå (9) ïðèìåò âèä:
Ax+C=0

èëè x=a (ãäå 
A

C
a −= )

è îïðåäåëÿåò ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ îñè ÎY.
4. Ïðè C=0, B=0 óðàâíåíèå (9) èìååò âèä:
Ax=0
èëè x=0.
Ïðÿìàÿ ñîâïàäàåò ñ îñüþ ÎY.
5. Ïðè C=0, A=0 óðàâíåíèå (9) ïðèìåò âèä:
By=0
èëè y=0.
Ïðÿìàÿ ñîâïàäàåò ñ îñüþ ÎÕ.

3.3. Óãîë ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè
Ïóñòü äàíû äâå ïðÿìûå
y=K

1
x+b

1
(I)

ó=Ê
2
õ+b

2
(II)

Óãëîì ìåæäó ïðÿìûìè (I) è (II) áóäåì íàçûâàòü òîò óãîë, íà êîòîðûé íàäî
ïîâåðíóòü ïðÿìóþ (I) (ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè), ÷òîáû îíà ñîâïàäàëà ñ ïðÿìîé
(II), (èëè ñòàëà åé ïàðàëëåëüíà).

Ðèñ. 21.
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Î÷åâèäíî, ÷òî óãîë ìåæäó ïðÿìûìè (I) è (II) îïðåäåëÿåòñÿ íå îäíîçíà÷íî (ñ
òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìîãî, êðàòíîãî ). Çíà÷åíèå óãëà âñåãäà ìîæíî âûáðàòü òàê,
÷òîáû îíî áûëî íåîòðèöàòåëüíî è ìåíüøå .

Îáîçíà÷èì òåïåðü óãëû íàêëîíà ïðÿìûõ (I) è (II) ê îñè OX ñîîòâåòñòâåííî
÷åðåç 

1
 è 

2
, à óãîë ìåæäó ïðÿìûìè ÷åðåç . Òîãäà 

2
 = 

1
 +  (ñì. ðèñ. 21) èëè

 = 
2
 -

1
.

Ïî èçâåñòíîé ôîðìóëå èìååì:

21

12
12   1

  
)  ( 

ϕϕ
ϕϕϕϕθ

tgtg

tgtg
tgtg

×+
−=−= .

Ò.ê. 11 Ktg =ϕ  è 22 Ktg =ϕ , ïîëó÷èì:

21

12

1
 

KK

KK
tg

×+
−=θ . (10)

Ïîëó÷èëè ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ óãëà ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè.
Çàìå÷àíèå. Åñëè ïîðÿäîê, â êîòîðîì ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðÿìûå, íå óêàçàí,

òîãäà ìîæíî óñòàíîâèòü åãî ïðîèçâîëüíî. Î÷åâèäíî, èçìåíåíèå ïîðÿäêà ïîâëå÷åò
çà ñîáîé èçìåíåíèå çíàêà äëÿ òàíãåíñà óãëà.

Ïðèìåð. Íàéòè óãîë ìåæäó ïðÿìûìè
y=2x+5 è 3x+y+2=0.
Ïðîíóìåðóåì ïðÿìûå â ïîðÿäêå èõ çàïèñè, òîãäà èõ óãëîâûå êîýôôèöèåíòû

áóäóò ðàâíû Ê
1
 =2, Ê

2
 =-3 ñîîòâåòñòâåííî. Ïî ôîðìóëå (10) ïîëó÷èì:

1
321

23
 =

×−
−−=θtg , îòñþäà q = 45°.

3.4. Óñëîâèÿ ïàðàëëåëüíîñòè è ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè äâóõ ïðÿìûõ
Ïóñòü ïðÿìûå ó=Ê

1
x+b

1
 è y=K

2
x+b

2
 ïàðàëëåëüíû, òîãäà óãîë  = 0, à çíà÷èò è

tg  = 0. Èç ôîðìóëû (10) ñëåäóåò, ÷òî tg 
1
= tg 

2

èëè Ê
1
 =Ê

2
 . (11)

Èòàê, äëÿ ïàðàëëåëüíîñòè äâóõ ïðÿìûõ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
èõ óãëîâûå êîýôôèöèåíòû áûëè ðàâíû.

Ïóñòü ïðÿìûå (I) è (II) ïåðïåíäèêóëÿðíû, òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî:

212

πϕϕ =− ;

212

πϕϕ += .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

1
112

1
)

2
(

ϕ
ϕπϕϕ

tg
ctgtgtg −=−=+=  èëè 121 −=× ϕϕ tgtg .

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕπ
π

π
π

ππ
π
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Ïîëó÷àåì óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè äâóõ ïðÿìûõ

121 −=× KK (12)

Ïðèìåð 1. Ïðÿìûå 3õ-4ó+5=0 è 6õ-8y-3=0 ïàðàëëåëüíû, ò.ê. èõ óãëîâûå

êîýôôèöèåíòû 
4

3
1 =K  è 

4

3

8

6
2 ==K  ðàâíû. Óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè

âûïîëíåíî.
Ïðèìåð 2. Îïðåäåëèòü, ïðè êàêîì çíà÷åíèè Ê ïðÿìàÿ y=Kx+3 áóäåò

ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé y=4x-1. Óãëîâîé êîýôôèöèåíò âòîðîé ïðÿìîé ðàâåí

Ê
2
=4. Èç óñëîâèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïîëó÷èì 14 −=⋅K . Îòñþäà 

4

1−=K .

3.5. Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äàííóþ òî÷êó ñ äàííûì
óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì

Íàéäåì óðàâíåíèå ïðÿìîé ñ äàííûì óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì Ê,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äàííóþ òî÷êó Ì(õ

1
,ó

1
).

Óðàâíåíèå ýòîé ïðÿìîé áóäåì èñêàòü ïî ôîðìóëå (6)
y=Kx+b.
Íåèçâåñòíîå çíà÷åíèå b îïðåäåëèì èç óñëîâèÿ ïðîõîæäåíèÿ èñêîìîé

ïðÿìîé ÷åðåç òî÷êó Ì, êîîðäèíàòû êîòîðîé äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ
(6). Ïîäñòàâëÿÿ â ýòî óðàâíåíèå âìåñòî òåêóùèõ êîîðäèíàò çíà÷åíèÿ õ

1
,ó

1
 ïîëó÷èì:

ó
1
=Êõ

1
+b.

Îòñþäà ìîæíî îïðåäåëèòü b è ïîäñòàâèòü íàéäåííîå çíà÷åíèå â óðàâíåíèå
(6)

b=ó
1
-Êõ

1
 ;

y=Kõ+(ó
1
-Êõ

1
) (13)

èëè ó-y
1
=K(x-x1).

Ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå ïðÿìîé ëèíèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó Ì(x
1
,ó

1
) è

èìåþùåé äàííûé óãëîâîé êîýôôèöèåíò Ê.
Ïðèìåð 1. Íàéòè óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (1,2)

ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé 2x-3ó+5=0.
Â ñèëó ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ óãëîâîé êîýôôèöèåíò èñêîìîé ïðÿìîé ðàâåí

óãëîâîìó êîýôôèöèåíòó 
3

2=K  äàííîé ïðÿìîé. Èòàê, ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå

(13) 
3

2=K , õ
1
=1, ó

1
=2, ïîëó÷èì óðàâíåíèå èñêîìîé ïðÿìîé )1(

3

2
2 −=− xy .

Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ èìååì:
2õ-3ó+4=0.
Ïðèìåð 2. Íàéòè óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (-1,1)

ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ïðÿìîé 3õ-y+2=0.
Óãëîâîé êîýôôèöèåíò äàííîé ïðÿìîé Ê

1
=3. Èç óñëîâèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè
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ïðÿìûõ Ê
1
 Ê2 =-1 ïîëó÷àåì óãëîâîé êîýôôèöèåíò Ê

2
 èñêîìîé ïðÿìîé:

3 Ê
2
=-1 èëè 

3

1
2 −=K .

Èòàê, èç (13) ïîëó÷èì óðàâíåíèå èñêîìîé ïðÿìîé

3

1
2 −=K

èëè x+3y-2=0.

3.6. Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå äàííûå òî÷êè
Äàíû äâå òî÷êè Ì(õ

1
 ,ó

1
 ) è N(õ

2
 ,y

2
 ).

Íàéäåì óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòè òî÷êè.
Òàê êàê ýòà ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó Ì, òî ñîãëàñíî ôîðìóëå (13) åå

óðàâíåíèå èìååò âèä:
ó-y

1
 =K(x-x

1
),

ãäå Ê - íåèçâåñòíûé óãëîâîé êîýôôèöèåíò.
Çíà÷åíèå ýòîãî êîýôôèöèåíòà îïðåäåëèì èç òîãî óñëîâèÿ, ÷òî èñêîìàÿ

ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó N, à çíà÷èò åå êîîðäèíàòû óäîâëåòâîðÿþò
óðàâíåíèþ (13):

y
2
 � y

1
 = K(x

2
 � x

1
),

îòñþäà

12

12

xx

yy
K

−
−= .

Ïîäñòàâèì íàéäåííîå çíà÷åíèå Ê â óðàâíåíèå (13) è ïîëó÷èì

)( 1
12

12
1 xx

xx

yy
yy −

−
−=−

èëè 
12

1

12

1

xx

xx

yy

yy

−
−=

−
−

(14)

Ôîðìóëà (14) îïðåäåëÿåò óðàâíåíèå ïðÿìîé,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå òî÷êè Ì(x

1
,y

1
) è N(x

2
,y

2
).

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà òî÷êè M(a,0), N(0,b)
ëåæàò íà îñÿõ êîîðäèíàò, òî óðàâíåíèå (14) ïðèìåò
áîëåå ïðîñòîé âèä:

1=+
b

y

a

x
(15)

Óðàâíåíèå (15) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
ïðÿìîé â îòðåçêàõ, çäåñü à è b îáîçíà÷àþò îòðåçêè,

îòñåêàåìûå ïðÿìîé íà îñÿõ (ðèñ. 22).

Ðèñ. 22.
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Ïðèìåð 1. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè Ì(1,2) è
B(3,-1).

Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî (14) óðàâíåíèå èñêîìîé ïðÿìîé èìååò âèä:

13

1

21

2

−
−=

−−
− xy

, îòêóäà 
2

1

3

2 −=
−
− xy

èëè )1(3)2(2 −−=− xy
îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì èñêîìîå óðàâíåíèå

0723 =−+ yx .

Ïðèìåð 2. Ñîñòàâèòü  óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó Ì{2,1) è
òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ x+y-1=0, õ-ó+2=0.

Ðåøåíèå. Êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ íàéäåì, ðåøèâ ñîâìåñòíî
äàííûå óðàâíåíèÿ





=+−
=−+

02

01

yx

yx

Åñëè ñëîæèòü ïî÷ëåííî ýòè óðàâíåíèè, ïîëó÷èì 2x+1=0, îòêóäà 
2

1−=x .

Ïîäñòàâèì íàéäåííîå çíà÷åíèå â ëþáîå óðàâíåíèå, íàéäåì çíà÷åíèå îðäèíàòû
ó:

02
2

1 =+−− y  èëè 
2

3=y .

Òåïåðü íàïèøåì óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè (2,1) è

)
2

3
,

2

1
(− :

2
2
1

2

1
2
3

1

−−

−=
−

− xy

 èëè 

2
5
2

2
1

1

−

−=− xy

.

Îòñþäà 
5

2

1

1

−
−=− xy

 èëè 2)1(5 −=−− xy .

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì óðàâíåíèå èñêîìîé ïðÿìîé õ+5y-7=0.
Ïðèìåð 3. Íàéòè óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè M(2,1) è N(2,3).
Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (14), ïîëó÷èì óðàâíåíèå
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22

2

13

1

−
−=

−
− xy

.

Îíî íå èìååò ñìûñëà, òàê êàê âòîðîé çíàìåíàòåëü ðàâåí íóëþ. Èç óñëîâèÿ
çàäà÷è âèäíî, ÷òî àáñöèññû îáåèõ òî÷åê èìåþò îäíî è òî æå çíà÷åíèå. Çíà÷èò,
èñêîìàÿ ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà îñè ÎY è åå óðàâíåíèå èìååò âèä: x=2.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ïðè çàïèñè óðàâíåíèÿ ïðÿìîé ïî ôîðìóëå (14) îäèí èç
çíàìåíàòåëåé îêàæåòñÿ ðàâíûì íóëþ, òî èñêîìîå óðàâíåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü,
ïðèðàâíÿâ ê íóëþ ñîîòâåòñòâóþùèé ÷èñëèòåëü.

3.7. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé
Çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò äàííîé òî÷êè äî äàííîé ïðÿìîé ìîæíî

ëåãêî ðåøèòü, èñïîëüçóÿ óæå ïîëó÷åííûå çíàíèÿ.
Ïóñòü äàíà òî÷êà Ì(-1,1) è ïðÿìàÿ 3õ-4ó+12=0.

Íåîáõîäèìî íàéòè ðàññòîÿíèå îò ýòîé òî÷êè äî
ïðÿìîé ÅF. Ðàññòîÿíèå d îò òî÷êè Ì äî ïðÿìîé EF
ðàâíî äëèíå ïåðïåíäèêóëÿðà MN, îïóùåííîãî èç Ì
íà ÅF (Ðèñ.23).

Çàïèøåì àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è.
1) Íàéäåì óãëîâîé êîýôôèöèåíò Ê

1
 ïðÿìîé EF,

äëÿ ýòîãî ðàçðåøèì óðàâíåíèå ïðÿìîé ÅF
îòíîñèòåëüíî ó:

3
4

3 += xy (16)

4

3
1 =K .

2) Èñïîëüçóÿ óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè äâóõ ïðÿìûõ, íàéäåì óãëîâîé
êîýôôèöèåíò Ê

2
 ïåðïåíäèêóëÿðà MN:

121 −=⋅ KK

èëè 1
4

3
2 −=⋅ K ,

îòñþäà 
3

4
2 −=K .

3) Òåïåðü íàïèøåì óðàâíåíèå ïðÿìîé MN, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó Ì(-1,1)

ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì 
3

4
2 −=K

Ðèñ. 23.
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)1(
3

4
1 +−=− xy  èëè

3

1

3

4 −−= xy . (17)

4) Âû÷èñëèì êîîðäèíàòû òî÷êè N - òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ÅF ñ
ïåðïåíäèêóëÿðîì MN. Êîîðäèíàòû ýòîé òî÷êè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (16) è
(17), ìû èõ ïîëó÷èì, ðåøèâ ñîâìåñòíî ýòè óðàâíåíèÿ. Ïðèðàâíÿåì ïðàâûå ÷àñòè
ýòèõ óðàâíåíèé

3

1

3

4
3

4

3 −−=+ xx

è âû÷èñëèì îòñþäà àáñöèññó õ òî÷êè N

3
3

1

3

4

4

3 −−=+ xx  èëè 
3

10

12

25 −=x , îòêóäà 
5

8−=x .

Ïîäñòàâèâ íàéäåííîå çíà÷åíèå, íàïðèìåð, â óðàâíåíèå (16), âû÷èñëèì
îðäèíàòó òî÷êè N:

3)
5

8
(

4

3 +−=y  èëè 3
5

6 +−=y , îòêóäà 
5

9=y .

Èòàê, òî÷êà N èìååò  êîîðäèíàòû )
5

9
;

5

8
(−N

5) Íàéäåì òåïåðü ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè Ì è N

1
5

9
1

5

8
1

22

=




 −+





 +−== dMN .

Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ëåãêî ðåøèòü, èñïîëüçóÿ îáùóþ ôîðìóëó âû÷èñëåíèÿ
ðàññòîÿíèÿ d îò òî÷êè Ì(õ

0
,ó

0
) äî ïðÿìîé Ax+By+C=0, êîòîðàÿ èìååò âèä:

22

00

BA

CByAx
d

+

++
= (18)

Äëÿ íàøåé çàäà÷è ìû ïîëó÷èì:

1
25

5

43

1214)1(3
22

==
+

+⋅−−⋅
=d .
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4.1. Ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ
Îáùåå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî õ è ó ñîäåðæèò ÷ëåíû

âòîðîé ñòåïåíè (x2,xy,y2), ïåðâîé ñòåïåíè (õ,ó) è íóëåâîé ñòåïåíè (ñâîáîäíûé
÷ëåí), à çíà÷èò èìååò âèä:

Àõ2+Âõó+Cy2+Dx+Ey+F=0. (19)
Çäåñü õîòÿ áû îäèí êîýôôèöèåíò À, Â, Ñ äîëæåí áûòü îòëè÷åí îò íóëÿ.
Óðàâíåíèå (19) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì âòîðîé ñòåïåíè, à ëèíèè, óðàâíåíèÿ

êîòîðûõ îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì òèïà (19), íàçûâàþòñÿ êðèâûìè âòîðîãî
ïîðÿäêà

4.2. Îêðóæíîñòü
Ñàìîé ïðîñòîé êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü, êîòîðóþ ìîæíî

îïðåäåëèòü êàê ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, óäàëåííûõ îò òî÷êè Ñ(à,b) íà
ðàâíîå ðàññòîÿíèå R.

Òî÷êà Ñ íàçûâàåòñÿ öåíòðîì îêðóæíîñòè, à R - ðàäèóñîì äàííîé îêðóæíîñòè.
Óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå Ñ(à,b) è ñ ðàäèóñîì R âñåãäà ìîæíî
ïðèâåñòè ê ïðîñòîìó âèäó:

(x-a)2+(y-b)2=R2 (20)
Ïðèìåð. Ïðèâåñòè ê âèäó (20) (åñëè ýòî âîpìîæíî) óðàâíåíèå âòîðîãî

ïîðÿäêà
x2+y2-2õ+4ó-4=0.
Ñãðóïïèðóåì ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå õ, è îòäåëüíî ÷ëåíû, coäepæàùèå ó, è

âûäåëèì â íèõ ïîëíûå êâàäðàòû, ò.å. äâó÷ëåí x2-2x ïðåäñòàâèì â âèäå:
õ2-2x=(x-1)2-1,
à äâó÷ëåí y2+4y - â âèäå
y2+4y=(y+2)2-4.
Ïîñëå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ äàííîå óðàâíåíèå çàïèøåòñÿ òàê:
(õ-1)2-1+(ó+2)2-4-4=0
èëè (õ-1)2+(y+2)2=32.
Ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå C(1,-2) è ðàäèóñîì,

ðàâíûì 3.
Çàìå÷àíèå 1. Óðàâíåíèå (19) îïðåäåëÿåò îêðóæíîñòü (åãî ìîæíî ïðèâåñòè

ê âèäó (20)), åñëè êîýôôèöèåíòû ïðè êâàäðàòàõ êîîðäèíàò ðàâíû ìåæäó ñîáîé,
à ÷ëåí ñ ïðîèçâåäåíèåì êîîðäèíàò îòñóòñòâóåò.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè íà÷àëî êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì îêðóæíîñòè, òî
åå óðàâíåíèå èìååò âèä:

x2+y2=R2.
Òàêîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì îêðóæíîñòè.
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, åñëè R=0, ìû èìååì óðàâíåíèå x2+y2=0, îïðåäåëÿþùåå

îäíó òî÷êó - íà÷àëî êîîðäèíàò.

4.3. Ýëëèïñ
Ýëëèïñîì íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, ñóììà ðàññòîÿíèé

êîòîðûõ äî äâóõ äàííûõ òî÷åê, íàçûâàåìûõ ôîêóñàìè, åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ

4. Кривые
 

второго
 

порядка
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(áîëüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ôîêóñàìè).
Îáîçíà÷èì ôîêóñû ýëëèïñà ÷åðåç F

1
 è

F
2
 (ðèñ. 24), à ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ÷åðåç

2ñ
F

1
F

2
=2ñ.

Ïðèìåì çà îñü àáñöèññ ïðÿìóþ,
ñîåäèíÿþùóþ ôîêóñû, âûáðàâ íà íåé
ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå îò F

2
 ê F

1
; íà÷àëî

êîîðäèíàò âîçüìåì â ñåðåäèíå îòðåçêà F
1
F

2

ìåæäó ôîêóñàìè. Òîãäà êîîðäèíàòû òî÷åê F
1

è F
2
 áóäóò ñîîòâåòñòâåííî (ñ,0) è (-ñ,0).

Îáîçíà÷èì ñóììó ðàññòîÿíèé òî÷åê ýëëèïñà îò ôîêóñîâ ÷åðåç 2à. Ïî
îïðåäåëåíèþ ýëëèïñà èìååì

MF
1
+MF

2
=2a.

Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ
äàííûìè îáîçíà÷åíèÿìè èìååò âèä:

12

2

2

2

=+
b

y

a

x
(21)

çäåñü b =à2-ñ2(c<a).
Ècñëåäóÿ óðàâíåíèå ýëëèïñà (21), ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå çàêëþ÷åíèÿ

îòíîñèòåëüíî ôîðìû ýëëèïñà.
1) Ñèììåòðèÿ ýëëèïñà.
Òàê êàê óðàâíåíèå (21) ñîäåðæèò òîëüêî êâàäðàòû òåêóùèõ êîîðäèíàò, òî

åñëè òî÷êà (õ,ó) íàõîäèòñÿ íà ýëëèïñå, òî è òî÷êè (±x,±y) íàõîäèòñÿ íà ýëëèïñå
ïðè ïðîèçâîëüíîì âûáîðå çíàêîâ ó êîîðäèíàò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îñè êîîðäèíàò
ÿâëÿþòñÿ îñÿìè ñèììåòðèè ýëëèïñà.

Îñü ñèììåòðèè ýëëèïñà, íà êîòîðîé íàõîäÿòñÿ ôîêóñû, íàçûâàåòñÿ ôîêàëüíîé
îñüþ. Öåíòð ñèììåòðèè (òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îñåé ñèììåòðèè) íàçûâàåòñÿ öåíòðîì
ýëëèïñà. Äëÿ ýëëèïñà, çàäàííîãî óðàâíåíèåì (21),
ôîêàëüíàÿ îñü ñîâïàäàåò ñ îñüþ ÎÕ, à öåíòð - ñ
íà÷àëîì êîîðäèíàò.

2) Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè ñèììåòðèè.
Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýëëèïñà ñ îñÿìè ñèììåòðèè

íàçûâàþòñÿ åãî âåðøèíàìè. Âåðøèíû À
1
, À

2
, Â

1
, Â

2

ýëëèïñà, çàäàííîãî óðàâíåíèåì (21), íàõîäÿòñÿ â
òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ýëëèïñà ñ îñÿìè êîîðäèíàò.
Êîîðäèíàòû âåðøèí À ìîæíî íàéòè, ïîëàãàÿ â
óðàâíåíèè (21) y=0

12

2

=
a

x
, îòêóäà x2=à2 è x=±a.

Ïîëàãàÿ x=0, íàéäåì îðäèíàòû âåðøèí B
1
 è B

2
;

Ðèñ. 24.

Ðèñ. 25.

2
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12

2

=
b

y
, èëè ó2=b2, îòêóäà ó=±b.

Èòàê, âåðøèíû ýëëèïñà èìåþò ñëåäóþùèå êîîðäèíàòû:
A

1
(a,0), À

2
(-à,0), Â

1
(0,b), B

2
(0,-b) (ðèñ. 25).

Îòðåçêè À
1
À

2
=2à è Â

1
Â

2
=2b, ñîåäèíÿþùèå ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû

ýëëèïñà, íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî áîëüøîé è ìàëîé îñÿìè ýëëèïñà. Äëèíû
à è b íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî áîëüøîé è ìàëîé ïîëóîñÿìè ýëëèïñà.

3) Ôîðìà ýëëèïñà.

Èç óðàâíåíèÿ (21) ñëåäóåò, ÷òî 12

2

≤
a

x
, èëè. ax ≤ .

Àíàëîãè÷íî by ≤ .  Ñëåäîâàòåëüíî, ýëëèïñ ðàñïîëîæåí âíóòðè

ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè, ðàâíûìè 2à è 2b, ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò
(ñì. ðèñ.25).

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè a=b (c=0), óðàâíåíèå (21)
ïðèíèìàåò âèä õ2+ó2=à2 è îïðåäåëÿåò îêðóæíîñòü, à
çíà÷èò îêðóæíîñòü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé
ñëó÷àé ýëëèïñà ñ ðàâíûìè ïîëóîñÿìè.

Çàìå÷àíèå 2. ×èñëî 
a

c= ε  - íàçûâàåòñÿ

ýêñöåíòðèñèòåòîì ýëëèïñà.

Äëÿ ýëëèïñà 10 <≤ ε (äëÿ îêðóæíîñòè e=0).

Âåëè÷èíà ýêñöåíòðèñèòåòà âëèÿåò íà ôîðìó ýëëèïñà.
Òàê, ïðè î÷åíü ìàëîì e ïîëóîñè à è b ïî÷òè ðàâíû è

ýëëèïñ íàïîìèíàåò îêðóæíîñòü. Åñëè æå âåëè÷èíà e áëèçêà ê åäèíèöå, òî ýëëèïñ
èìååò ñèëüíî âûòÿíóòóþ ôîðìó.

Çàìå÷àíèå 3. Åñëè ôîêóñû ýëëèïñà ðàñïîëîæåíû íà îñè ÎY, òî ýëëèïñ
«âûòÿãèâàåòñÿ» âäîëü îñè ÎY, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ.26, òîãäà ôîêóñû èìåþò
ñëåäóþùèå êîîðäèíàòû F

1
(0,c) è F

2
(0,-c).

Êàê èçâåñòíî, òðàåêòîðèåé äâèæåíèÿ ïëàíåò è íåêîòîðûõ êîìåò ÿâëÿåòñÿ
ýëëèïñ, â îäíîì èç ôîêóñîâ êîòîðîãî íàõîäèòñÿ ñîëíöå. Îêàçûâàåòñÿ,
ýêñöåíòðèñèòåòû ïëàíåòíûõ îðáèò ìàëû, à êîìåòíûõ - âåëèêè (áëèçêè ê 1).

Òàêèì îáðàçîì, ïëàíåòû äâèæóòñÿ ïî÷òè ïî îêðóæíîñòÿì, à êîìåòû - ïî
âûòÿíóòûì ýëëèïñàì, òî ïðèáëèæàÿñü ê ñîëíöó, òî óäàëÿÿñü îò íåãî.

Ïðèìåð. Ñîñòàâèòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà, çíàÿ, ÷òî ðàññòîÿíèå
ìåæäó ôîêóñàìè ðàâíî 8, à ìàëàÿ ïîëóîñü b=3.

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ 2c=8, ò.å. c=4, b=3.
Ìû çíàåì, ÷òî b2=à2-ñ2, îòñþäà à2=b2+ñ2, ò.å. à2=32+42=25 èëè a=5.
Óðàâíåíèå ýëëèïñà èìååò âèä:

Ðèñ. 26.
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1
925

22

=+ yx
.

4.4. Ãèïåðáîëà
Ãèïåðáîëîé íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, ðàçíîñòü ðàññòîÿíèé

êîòîðûõ äî äâóõ äàííûõ òî÷åê, íàçûâàåìûõ ôîêóñàìè, åñòü âåëè÷èíà
ïîñòîÿííàÿ.

Îáîçíà÷èì ýòó ïîñòîÿííóþ ÷åðåç 2à,
ðàññòîÿíèå ìåæäó ôîêóñàìè ÷åðåç 2ñ, à îñè
êîîðäèíàò âûáåðåì òàê æå, êàê â 4.3.

Ïóñòü Ì(õ,ó) - ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà
ãèïåðáîëû (ðèñ. 27).

Ïî îïðåäåëåíèþ ãèïåðáîëû F
2
M-F

1
 Ì=±2a.

(Çíàê ïëþñ â ïðàâîé ÷àñòè íàäî âûáðàòü, åñëè
F

2
M>F

1
Ì, è ìèíóñ, åñëè F

2
M<F

1
Ì.

Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû â
âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðè äàííûõ

îáîçíà÷åíèÿõ èìååò âèä:

12

2

2

2

=−
b

y

a

x
(22)

ãäå b2 = ñ2-à2 (ñ>a).
Èññëåäóåì ôîðìóëó ãèïåðáîëû.
1) Óðàâíåíèå (22) ñîäåðæèò êâàäðàòû òåêóùèõ  êîîðäèíàò, ñëåäîâàòåëüíî,

îñè êîîðäèíàò ÿâëÿþòñÿ îñÿìè ñèììåòðèè ãèïåðáîëû. Îñü ñèììåòðèè, íà êîòîðîé
íàõîäÿòñÿ ôîêóñû, íàçûâàåòñÿ ôîêàëüíîé îñüþ, òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îñåé
ñèììåòðèè - öåíòðîì ãèïåðáîëû. Äëÿ  ãèïåðáîëû, çàäàííîé óðàâíåíèåì (22),
ôîêàëüíàÿ îñü ñîâïàäàåò ñ îñüþ ÎÕ, à öåíòð - ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò.

2) Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè ñèììåòðèè. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãèïåðáîëû ñ
îñÿìè ñèììåòðèè íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ãèïåðáîëû. Ïîëàãàÿ â óðàâíåíèè (22)
ó=0, íàéäåì àáñöèññû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ ÎÕ:

12

2

=
a

x
 èëè x2 = à2, îòêóäà õ=±à.

Èòàê, òî÷êè À
1
(à,0) è À

2
(-à,0) ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ãèïåðáîëû.

Åñëè æå â óðàâíåíèè (22) ïðèíÿòü x=0; ïîëó÷èì

12

2

=−
b

y
 èëè ó2=-b2,

ò.å. äëÿ ó ìû ïîëó÷èëè ìíèìûå çíà÷åíèÿ: Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãèïåðáîëà íå
ïåðåñåêàåò îñü ÎY. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì îñü ñèììåòðèè, ïåðåñåêàþùàÿ ãèïåðáîëó;
íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé îñüþ (ôîêàëüíàÿ îñü); îñü ñèììåòðèè, êîòîðàÿ íå
ïåðåñåêàåò ãèïåðáîëó, - åå ìíèìîé îñüþ. Äëÿ ãèïåðáîëû, çàäàííîé óðàâíåíèåì

Ðèñ. 27.
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(22), äåéñòâèòåëüíîé îñüþ ñèììåòðèè
ÿâëÿåòñÿ îñü ÎÕ, à ìíèìîé îñüþ � îñü ÎY.
Äëèíà îòðåçêà À

1
À

2
=2à, ÷èñëî à íàçûâàåòñÿ

äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñüþ ãèïåðáîëû.
Îòëîæèì íà ìíèìîé îñè ãèïåðáîëû ïî îáå
ñòîðîíû îò öåíòðà ñèììåòðèè O îòðåçêè
ÎÂ

1
 è ÎÂ

2
 äëèíîþ b, òîãäà îòðåçîê Â

1
B

2
=2b

íàçûâàþò ìíèìîé îñüþ, à âåëè÷èíà b -
ìíèìîé ïîëóîñüþ ãèïåðáîëû.

3) Ôîðìà ãèïåðáîëû.

Èç óðàâíåíèÿ (22) âèäíî, ÷òî 12

2

≥
a

x
,

ñëåäîâàòåëüíî, 1≥x . Êðèâàÿ èìååò ôîðìó;

èçîáðàæåííóþ íà ðèñ.28. Îíà ðàñïîëàãàåòñÿ âíå
ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè, ðàâíûìè 2à è 2b,
ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, è ñîñòîèò èç äâóõ
îòäåëüíûõ âåòâåé, ïðîñòèðàþùèõñÿ â
áåñêîíå÷íîñòü (ñì. ðèñ.28). Äèàãîíàëè ýòîãî
ïðÿìîóãîëüíèêà îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè

x
a

b
y = ; x

a

b
y −= (2Ç)

è ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòàìè ãèïåðáîëû.
Åñëè a=b, ãèïåðáîëà íàçûâàåòñÿ

ðàâíîñòîðîííåé.
Çàìå÷àíèå 1. Åñëè ìíèìàÿ îñü ãèïåðáîëû ðàâíà 2à è ðàñïîëîæåíà íà îñè

ÎÕ, à äåéñòâèòåëüíàÿ îñü ðàâíà 2b è ðàñïîëîæåíà íà îñè ÎY, òî óðàâíåíèå òàêîé
ãèïåðáîëû (ðèñ. 29) èìååò âèä:

12

2

2

2

=+−
b

y

a

x
 (24)

 Ãèïåðáîëû (22) è (24) íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè ãèïåðáîëàìè.
Çàìå÷àíèå 2. Ýêñöåíòðèñèòåòîì ãèïåðáîëû íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå

ôîêóñíîãî ðàññòîÿíèÿ ê äåéñòâèòåëüíîé îñè:

a

c= ε (25)

Äëÿ ëþáîé ãèïåðáîëû >1, ýòî ÷èñëî îïðåäåëÿåò ôîðìó ãèïåðáîëû.
Ïðèìåð. Íàéòè êîîðäèíàòû ôîêóñîâ è âåðøèí ãèïåðáîëû
16õ2 -9y2 =144.
Íàïèñàòü óðàâíåíèå åå àñèìïòîò è âû÷èñëèòü ýêñöåíòðèñèòåò.
Ðåøåíèå. Íàïèøåì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû, äëÿ ýòîãî îáå ÷àñòè

óðàâíåíèÿ ïîäåëèì íà 144. Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ ïîëó÷èì

Ðèñ. 28.

Ðèñ. 29.

ε

19



1
169

22

=− yx
.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî à2 =9, ò.å. a=3 è b2 =16, ò.å. b=4.
Äëÿ ãèïåðáîëû ñ2 =à2 +â2 =16+9=25, îòñþäà c=5.
Òåïåðü ìîæåì íàïèñàòü êîîðäèíàòû âåðøèí è ôîêóñîâ ãèïåðáîëû:
À

1
(3,0), À

2
(-3,0), F

1
(5,0), F

2
(-5,0).

Ýêñöåíòðèñèòåò 
3

5
 ==

a

cε , à óðàâíåíèÿ àñèìïòîò èìåþò âèä:

xy
3

4=  è xy
3

4−= .

4.5. Ïàðàáîëà
Ïàðàáîëà åñòü ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, ðàâíîîòñòîÿùèõ îò äàííîé

òî÷êè, íàçûâàåìîé ôîêóñîì, è äàííîé ïðÿìîé, íàçûâàåìîé äèðåêòðèñîé.
Âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì: çà îñü ÎÕ ïðèìåì ïðÿìóþ,

ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ôîêóñ F ïåðïåíäèêóëÿðíî ê äèðåêòðèñå, çà ïîëîæèòåëüíîå
íàïðàâëåíèå ïðèìåì íàïðàâëåíèå îò äèðåêòðèñû
ê ôîêóñó. Çà íà÷àëî êîîðäèíàò ïðèìåì ñåðåäèíó
Î îòðåçêà îò òî÷êè F äî äèðåêòðèñû, äëèíó êîòîðîãî
îáîçíà÷èì ÷åðåç Ð è áóäåì íàçûâàòü ïàðàìåòðîì
ïàðàáîëû. Ïóñòü Ì(õ,ó) ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà,
ëåæàùàÿ íà ïàðàáîëå. Ïóñòü òî÷êà N îñíîâàíèå
ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç Ì íà äèðåêòðèñó.
Ïî îïðåäåëåíèþ ïàðàáîëû MN=MF.

Èç ýòîãî óñëîâèÿ ïîëó÷àåì êàíîíè÷åñêîå
óðàâíåíèå ïàðàáîëû â âûáðàííîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò

ó2=2põ. (26)
Ïóñòü p>0, èññëåäóåì ôîðìó ïàðàáîëû.
Èç êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïàðàáîëû âèäíî, ÷òî õ íå ìîæåò ïðèíèìàòü

îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé, ò.å. âñå òî÷êè ïàðàáîëû ëåæàò ñïðàâà îò îñè ÎY.
Óðàâíåíèå ñîäåðæèò ïåðåìåííóþ ó â êâàäðàòå, çíà÷èò ïàðàáîëà ñèììåòðè÷íà
îòíîñèòåëüíî îñè ÎÕ, ýòà îñü íàçûâàåòñÿ îñüþ ïàðàáîëû. To÷êa Î ïåðåñå÷åíèÿ
ïàðàáîëû ñ åå îñüþ ñèììåòðèè íàçûâàåòñÿ âåðøèíîé ïàðàáîëû. Äëÿ ïàðàáîëû,
çàäàííîé óðàâíåíèåì (26), âåðøèíà ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò, à îñü
ñèììåòðèè - ñ îñüþ ÎÕ. Ãðàôèê ïàðàáîëû èìååò âèä, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 30.

Óðàâíåíèå äèðåêòðèñû çàïèñûâàåòñÿ â âèäå 
2

p
x −= .

Çàìå÷àíèå 1. Ïðè p<0 ïàðàáîëà ðàñïîëàãàåòñÿ ëåâåå îñè ÎY.
Çàìå÷àíèå 2. Ïàðàáîëà
õ2 =2ðó (27)

Ðèñ. 30.
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èìååò ôîêóñ )
2

,0(
p

F , äèðåêòðèñó 
2

p
y −=  è ðàñïîëîæåíà íàä îñüþ ÎÕ,

åñëè p>0, è ïîä îñüþ ÎÕ ïðè p<0. Îñüþ ñèììåòðèè òàêîé ïàðàáîëû ÿâëÿåòñÿ îñü
ÎY, à âåðøèíîé - íà÷àëî êîîðäèíàò.

Ïðèìåð. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïàðàáîëû è åå äèðåêòðèñû, çíàÿ, ÷òî îíà
ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè ÎY, ôîêóñ íàõîäèòñÿ â òî÷êå F(0;2), âåðøèíà
ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò.

Ðåøåíèå. Áóäåì èñêàòü óðàâíåíèå ïàðàáîëû â âèäå õ2=2py.

Ïî óñëîâèþ 2
2

=p
, à çíà÷èò p=4. Èòàê, èñêîìîå óðàâíåíèå èìååò âèä: õ2=8ó,

óðàâíåíèå åå äèðåêòðèñû: ó=-2.

1.1. Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè
Ïóñòü â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â

ïðîñòðàíñòâå R3 äàíà òî÷êà Ì
1
, çàäàííàÿ ðàäèóñ-

âåêòîðîì },,{ 1111 zyxr . Çàäàäèì ïðîèçâîëüíûé

âåêòîð 0},,{ ≠CBAn . Çàïèøåì òåïåðü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè P, ïðîõîäÿùåé

÷åðåç òî÷êó Ì
1
 ïåðïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó n .

Ïóñòü Ì(õ,ó,z) - ëþáàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì },,{ zyxr , òîãäà

âåêòîð 
11 rrMM −=

→
 (ðèñ. 31) áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðåí âåêòîðó n  è èõ ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ

0)( 1 =− rrn (1)

Ýòî ðàâåíñòâî áóäåò ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ òî÷åê Ì, ëåæàùèõ íà ïëîñêîñòè
Ð, è íàðóøàåòñÿ äëÿ òî÷åê, íå ïðèíàäëåæàùèõ ïëîñêîñòè. Èòàê, ìû ïîëó÷èëè
âåêòîðíîå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè Ð.

Â êîîðäèíàòíîé ôîðìå ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä:
A(x-x

1
)+B(y-y

1
)+C(z-z

1
)=0. (2)

Âåêòîð ),,( CBAn  íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì âåêòîðîì ê ïëîñêîñòè (2).

Èòàê, óðàâíåíèå (2) îïðåäåëÿåò óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó

Ì
1
 ïåðïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó n .

Åñëè â óðàâíåíèè (2) ðàñêðûòü ñêîáêè, ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå ïåðâîé
ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî õ, ó, z

Ðèñ. 31.

Раздел 2. Плоскость
 

и
 

прямая
 

в
 

пространстве

1. Плоскость
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Ax+By+Cz+D=0, (3)
ãäå D=-(Ax

1
+By

1
+Cz

1
).

Èòàê, ëþáàÿ ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðâîé
ñòåïåíè è ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå:
ëþáîå óðàâíåíèå ïåðâîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ õ, ó, z îïðåäåëÿåò
ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå.

Ïðèìåð . Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M(-1,2,3) ïåðïåíäèêóëÿðíî

âåêòîðó OM .

Ðåøåíèå. Âåêòîð íîðìàëè }3,2,1{−== OMn .

Ïî ôîðìóëå (2) èìååì:
-1(õ+1)+2(ó-2)+3(z-3)=0 èëè
-x+2y+3z-14=0.
Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà íà -1, îêîí÷àòåëüíî

ïîëó÷èì
õ-2ó-3z+14=0.
Çàìå÷àíèå. Ïîëåçíî çàïîìíèòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, îòñåêàþùåé íà îñÿõ

êîîðäèíàò îòðåçêè äëèíû à, b, ñ ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 32). Ýòî óðàâíåíèå
íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè â îòðåçêàõ è èìååò âèä

1=++
c

z

b

y

a

x
(4)

1.2. Óãîë ìåæäó äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè
Ïóñòü äàíû óðàâíåíèÿ äâóõ ïëîñêîñòåé:
A

1
 x+B

1
 y+C

1
 z+D

1
=0;

À
2
 x+Â

2
 y+Ñ

2
 z+D

2
=0,

ãäå },,{ 1111 CBAn  è },,{ 2222 CBAn  - âåêòîðà íîðìàëè ê ýòèì ïëîñêîñòÿì.

Óãëîì ìåæäó äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè áóäåì íàçûâàòü ëþáîé èç äâóõ ñìåæíûõ
äâóãðàííûõ óãëîâ, îáðàçîâàííûõ ýòèìè ïëîñêîñòÿìè.

Î÷åâèäíî, îäèí èç ýòèõ äâóãðàííûõ óãëîâ ðàâåí óãëó  ìåæäó âåêòîðàìè

1n  è 2n .

Ïîýòîìó, ñîãëàñíî ôîðìóëå (12) ãë.II, óãîë ìåæäó äâóìÿ ïëîñêîñòÿìè
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121  cos
CBACBA

CCBBAA

++⋅++
++=ϕ

(5)

1.3. Óñëîâèÿ ïàðàëëåëüíîñòè è ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè äâóõ ïëîñêîñòåé

Åñëè ïëîñêîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 1n

Ðèñ. 32.
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è 2n  ðàâíî íóëþ, ò.å. 0),( 21 =nn  .

Ïåðåïèñàâ ýòî óñëîâèå â êîîðäèíàòíîé ôîðìå, ïîëó÷àåì óñëîâèå
ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè äâóõ ïëîñêîñòåé:

A
1
 A

2
 +B

1
 B

2
 +Ñ

1
 Ñ

2
=0; (6)

Åñëè æå ïëîñêîñòè ïàðàëëåëüíû, òî è âåêòîðû n
1
 n 

2
 ïàðàëëåëüíû. Óñëîâèå

ïàðàëëåëüíîñòè âåêòîðîâ äàåò íàì óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè ïëîñêîñòåé:

2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A ==

(7)

2.1. Óðàâíåíèå ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå
Ïóñòü â çàäàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò äàíà òî÷êà

Ì
1
(x

1
,y

1
,z

1
) ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì },,{ 1111 zyxr  è âåêòîð },,{ lnmS .

×åðåç òî÷êó Ì
1
 ïàðàëëåëüíî âåêòîðó S  ìîæíî ïðîâåñòè åäèíñòâåííóþ

ïðÿìóþ â ïðîñòðàíñòâå (ðèñ. 33). Íàéäåì åå óðàâíåíèå.
Íà èñêîìîé ïðÿìîé âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó Ì(õ,ó,z) ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì

rOM = , ïðè÷åì

MMrr 11 += . (8)

Âåêòîð MM1
 êîëëèíåàðåí âåêòîðó S , à çíà÷èò SMM  1 λ= , ãäå  -

ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð ( 0 ≠λ ).

Ðàâåíñòâî (8) ïåðåïèøåì â âèäå:

Srr  1 λ+= (9)

Óðàâíåíèå (9) íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì óðàâíåíèåì ïðÿìîé ëèíèè. Âåêòîð

S  íàçûâàåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé.

Âåêòîðíîå óðàâíåíèå (9) ìîæíî çàïèñàòü â ðàâíîñèëüíîé êîîðäèíàòíîé
ôîðìå:

x=x
1
 + l m;

y=y
1
 + l n;

z=z
1
 + l l. (10)

Óðàâíåíèÿ (10) íàçûâàþò ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïðÿìîé ëèíèè.
Èç êàæäîãî ðàâåíñòâà óðàâíåíèé (10) ìîæíî âûðàçèòü ïàðàìåòð

m

xx 1 
−=λ ; 

n

yy 1 
−=λ ; 

l

zz 1 
−=λ .

Ðèñ. 33.

2. Прямая линия
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Ïðèðàâíèâàÿ ïðàâûå ÷àñòè, ïîëó÷èì:

l

zz

n

yy

m

xx 111 −=−=−
(11)

Óðàâíåíèÿ (11) íàçûâàþò êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïðÿìîé ëèíèè.
Óðàâíåíèÿ (11) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé, íàïðèìåð,










−=−

−=−

l

zz

n

yy
n

yy

m

xx

11

11

(12)

Êàæäîå óðàâíåíèå ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðâîé ñòåïåíè, à
çíà÷èò, îïðåäåëÿåò ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå.

Âîîáùå, âñÿêàÿ ëèíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ìîæåò áûòü çàäàíà êàê ïåðåñå÷åíèå
äâóõ ïîâåðõíîñòåé.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ ïðÿìàÿ âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì
ïëîñêîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ýòó ïðÿìóþ. Ýòè ïëîñêîñòè ìîæíî çàäàòü èõ
îáùèìè óðàâíåíèÿìè





=+++
=+++

.0

;0

2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
(13)

Óðàâíåíèÿ (13) íàçûâàþòñÿ îáùèìè óðàâíåíèÿìè ïðÿìîé.

2.2. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðÿìûõ
Ïóñòü çàäàíû äâå ïðÿìûå ñâîèìè êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè:

},,{; 1111
1

1

1

1

1

1 lnmS
l

zz

n

yy

m

xx =−=−=−
;

},,{; 2222
2

2

2

2

2

2 lnmS
l

zz

n

yy

m

xx =−=−=−
.

Î÷åâèäíî, ÷òî çà óãîë ìåæäó ýòèìè ïðÿìûìè ìîæíî ïðèíÿòü óãîë ìåæäó èõ

íàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè 
1S  è 

2S  .

Ïî ôîðìóëå (5) èìååì:

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121 cos
lnmlnm

llnnmm

++⋅++
++=ϕ

(14)

Åñëè äâå ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû, òî êîëëèíåàðíû èõ íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû.
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Îòñþäà ïîëó÷àåì óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè äâóõ ïðÿìûõ:

2

1

2

1

2

1

l

l

n

n

m

m == (15)

Óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè  äâóõ ïðÿìûõ ñëåäóåò èç óñëîâèÿ
ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè èõ íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ:

0212121 =++ llnnmm (16)

2.3. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé è ïëîñêîñòè
Ïóñòü äàíî óðàâíåíèå ïðÿìîé ëèíèè

1

1

1

1

1

1

l

zz

n

yy

m

xx −=−=−

è óðàâíåíèå ïëîñêîñòè Ax+By+Cz+D=0.

},,{ lnmS  - íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé,

},,{ CBAa  - íîðìàëüíûé âåêòîð ïëîñêîñòè.

Î÷åâèäíî (êàê âèäíî èç ðèñ. 34), óãîë ìåæäó

âåêòîðàìè a  è S  ðàâåí ϕπ −
2

, ãäå  - óãîë

ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ, à çíà÷èò

222222
sin)

2
cos(

lnmCBA

ClBnAm

++⋅++

++
==− ϕϕπ

(17)

Çäåñü ÷èñëèòåëü âçÿò ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå, òàê êàê 0sin ≥ϕ .

Ðàâåíñòâî (17) îïðåäåëÿåò óãîë ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ.

Â ñëó÷àå ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè âåêòîðû a  è S  îðòîãîíàëüíû,

ñëåäîâàòåëüíî, èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ. Îòñþäà ïîëó÷èì óñëîâèå
ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè:

Am+Bn+Cl=0. (18)
Óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè ñîâïàäàåò ñ óñëîâèåì

ïàðàëëåëüíîñòè âåêòîðîâ a  è S , ò.å,

l

C

n

B

m

A == (19)

Ðèñ. 34.

25

ϕ
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